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Tema A02 Distribuciones Discretas

PROBABILIDAD
Distribuciones Discretas de Probabilidad

Ensayos y Distribucién de Bernoulli:

Los ensayos Bernoulli, presuponen que en cada experimento solo puede existir dos posibles
eventos o sucesos, Exito 6 Fracaso (E,F), se le llama Proceso de Bernoulli cuando “n” ensayos o
experimentos son llevados secuencialmente, se presupone también bajo éste modelo que cada
resultado del experimento o ensayo es independiente de los resultados anteriores y ademas la
probabilidad de Exito 6 Fracaso permanecen constantes durante los “n” ensayos.

Sea X; la variable aleatoria que representa “1” = Exito y “0” =» Fracaso, sea “j” el identificador
del experimento y toma valores de j = 1, 2, 3, ........ , . Sea “p” la probabilidad CONSTANTE, de
éxito individual en cada ensayo o experimento Bernoulli. Sea “q = (1 — p)” la probabilidad de
fracaso individual.

Entonces tendremos la siguiente Distribucion de Probabilidad Bernoulli:

p para X; =1 j=1,2,3, . , n tales que el resultado sea Exito.
Pi(X) = {q =(1-p) para X; =0 j=1,2,3, .. , h tales que el resultado sea Fracaso.
0 para cualquier otro caso.

win

Aplicando Valor Esperado (secciones 1.16 y 1.17) a la Distribucion Bernoulli, sea “i" el
identificador de la Probabilidad de los eventos Exito o Fracaso, tendremos la media y varianza
siguientes:

n=EX)= ZXiP(Xi) =0(1-p)+1(p)=p (La media es igual a la Prob. De Exito)
vi

o’ =V(X)=E((X-p)*)=E(X*)-p* =0*(1-p)+1°(p)-p* =p -p* =p(1-p)

(La Varianza es igual a la multiplicacion de las probabilidades de Exito y Fracaso)

El Modelo Bernoulli, puede considerarse como una abstraccion ideal del mundo real, ya que en la
modelizacion matematica so6lo son consideradas las palabras Exito 6 Fracaso en los posibles
resultados del proceso Bernoulli, pero en la practica ha demostrado grandemente su utilidad.

Su expresion obtenida de la Funcion generadora de Momentos, es la siguiente:

Mx(t)=pe' +q

€

NOTA: La funcién generadora de Momentos se desarrollard posteriormente, pero ya que aqui se
estan viendo las Distribuciones, se adelantard las expresiones correspondientes a cada
Distribucion, a reserva de ver formalmente su interpretacion y desarrollo después.

Distribucién Binomial:

Cuando en el Proceso Bernoulli de “n” ensayos, la variable aleatoria sea “x” el nUmero de éxitos
logrados en el proceso, la distribucién obtenida es la Distribucion Binomial, ésta tiene la siguiente
expresion:

p(x)=b(x,n,p)=C p*(1-p)"~

En donde la expresién b(x, n, p) representa la Binomial de “x” éxitos en “n
probabilidad de éxito “p” constante en cada intento.

€

Media y Varianza de la Distribucién Binomial:

Recordando que la Media de una Distribucion es el valor esperado de la variable aleatoria: p =
E(x) y la Varianza es: 6° = E(x%) — (E(x))? = E(x?) — p?.
Entonces pueden seguirse caminos diferentes para obtener sus valores, desarrollaré dos caminos,

uno matematico y el otro apoyandome en el proceso Bernoulli, ambos basados en las secciones
1.16 y 1.17 de los valores esperados.

intentos con
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El camino matematico se basa en Ias combinacionesl'

w=E00=Dxp00 = Xxe M prpyt=np Y ) (1“)'(1n) LAl

Si definimos N* =n —1yy =X — 1, entonces el término de la sumatoria vale uno, ya que toma
todos los valores desde Y = 0 hasta n* = n — 1 y tenemos que la P(U) = 1, obteniendo el

resultado buscado para la Binomial: p = np.

€

Para la Varianza se utiliza el mismo procedimiento anterior pero en dos partes:
Seaq=1-p,y=x-1, porlotantox—y+1yn' =n*-1=n-2.

=V(x) =E(x?) - p’ Z 2 ¥ X,(n X),p g - (np)®

pzipq -(np)?
=1 (x-DH(n-x)!
Substituyendo la x por la y tenemos:
* *

“=np i(y+1) Wp Yq™ Y - (np)?

Separando la sumatoria en el término (y + 1) tenemos que la parte del (1) genera (Np), entonces
tenemos:

=n y
p Z’By , (n " y), ——pq
Seaz=Yy -1, para poder desarrollar la segunda parte:

?=n(n-1)p Z(y ({‘)T('nli' )p‘y'”q(“*'”mp-(np)z

7
2=n(n-1 ™2 4 np - (np)?
( )pZZ,(n_)pq +np - (Np)
0' _n(n 1)p? +np (np)
n’p? —np? +np —n’p?=np(1 - p)

(n*

Y +np - (np)’

IM

“ n

El camino del Proceso Bernoulli, conS|deraremos gue la variable aleatoria de la Binomial es
la suma de “n” variables aleatorias “x;" del tipo Bernoulli, entonces tenemos?:

X=X;+X, +..... + X, , por la propiedad ndamero 4 de la seccion 1.17 el valor esperado de los

operadores E(x) = py V(X) = 6%, es la suma de los valores esperados de las variables Bernoull
y entonces obtenemos:

un=EX)=p+p+..... +p=np o’ =pg+pg+..... +pg=npq=np(l-p)
La expresion de la funcién generadora de momentos para la Binomial es:

Mx(t) = (pe' +q)"

! “probabilidad y Estadistica”, 3° Edicién, W.W. Hines, Douglas C. Montgomery, CECSA ©1993,
Eégs. 176 a 179 y desarrollo personal.
Referencia anterior.
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€
Su comportamiento Gréfico es®:

X P(x P(X)Acum. n=50 =0.1000 =np=5.0000 0°=4.5000
L x | Py [P | | p u=np

Binomial

2.000E-01

1.500E-01

1.000E-01
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| X | P(x) |P(X)Acum.| n=50 | p:0.5000| p=np=25.0000 6°=12.5000

Binomial

1.200E-01
1.000E-01
8.000E-02
6.000E-02
4.000E-02
2.000E-02

OOOOE+OO HHHHHH\H"\"\"\ I \Hn\"HH\HHHHH

I
O 1D O O WO W o W o
A <4 N N O ®m T < 0o

X

P(x)

0

® El desarrollo de las gréficas de éste texto fueron creadas en archivo Excel ©Microsoft,
“Distribu.xlIs”.
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€«
X | P(x) | P(x)Acum. | n=50 | p=0.9000 p=np=45.0000 6°=4.5000
Binomial
2.000E-01
1.500E-01
=<
= 1.000E-01
5.000E-02
0.000E+00 \HHHHHHHHHHHHH\HHHHH“\“\"\ [ \H
o n o n O . o unm o 1 o
- <4 N N OO O < < W
X
=

Distribucion de la Proporcion de Exitos de “n” Ensayos Bernoulli:

Es de interés practico, cuando manejamos un Proceso Bernoulli, identificar otra variable aleatoria
asociada a la ley de los grandes numeros, ésta es la Proporcion de Exitos, se denota en la
siguiente manera®™:

P =—, la variable “x” tiene una distribucion Binomial con parametros “n” y “p”, su Distribucion,

n
Media, Varianza y Funcion generadora de momentos son:
[[npoll
. X N
PP <p,)= P( < poj =P(x<np,)= z ,C.p*q""*, en donde [[npo]] representa el
n x=0

entero mayor contenido en “npg”.

Su Mediaes: E(p)= E E(x)= 1 np=p
n n

_Pg_pd-p)
n n

. o (1Y 1
Su Varianza es: V({P)=|-| V(X)=—npq
n n

t/n

t
La funcion generadora de Momentos es: M(t) = MX() =(pe'" +q)"
n

€

* Referencia (1), pagina 179.
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Su comportamiento Grafico es:
€

| X | P(x) |P(x<=nFm) n=50 p=p=0.0500 FraMax=0.1000 5°=0.000950

nFM=5

Proporcion

3.000E-01
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Proporcion Acumulativa
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8.000E-01
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2.000E-01
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Q v

P(x)Acum

)
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[

p=p=0.9500 | _FraMax=0.1000 | _o’=0.000950 |
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€

Distribucion Geométrica:

La Distribucion Geométrica también esta asociada al Proceso General Bernoulli, pero el nimero de

ensayos “n” no_es fijo, esto genera que la variable aleatoria de interés sea el niumero de
ensayos que es necesario efectuar para lograr el primer éxito.

Sea “x” variable aleatoria, que representa el nUmero de ensayos para tener un éxito, entonces su
Dlstr|bu0|c')n es:
p(x) =pg*? parax=1,2,3,4,...
=0 para cualquier otro caso
Su Media es:
_E =S D — Ny ®-D — _ q 1
p=E(X)=> xpg* ¥ =p) xq* Zq p[ } =
=1 =1 x=1 da[l-q] p
La expresion de la sumatoria podemos tratarla med|ante la secuencia siguiente®:
Sph=a+tar+ ar’+ar®+ ... +ar("- 1), de la cual encontramos que:
a(l-r") _ .
h = T para r # 1; si ahora r toma valores |r| < 1 la secuencia es convergente cuando n
tiende a infinito y tiene la expresion:
n = ,Sia=qyr =q, entonces obtenemos que: qu = 9
1-r ol 1-q
2
= 1 > 1 g 1-p
. . 2 _ _ 2 (x-1) _ 2 (x-1) _ _
Su Varianzaes: © —V(X)—ZX pq -(J —ZX pq ==,
x=1 p x=1 p p p
pe’
Su Funcion Generadora de Momentos es: Mx(t) = 1 .
- qe

Su comportamiento Grafico es:

| p=0.1000 | p=1/p=10.000000 | o°=q/p” =90.000000 |

Geomeétrica

1.200E-01
1.000E-01
8.000E-02 i
6.000E-02 i
4.000E-02 i

2.000E-02 i
0.000E+00 1 EEEEEE \“\"\”\"\"\"\"\n\"\"\"\"\"\n\"\"\"\"\"\"\"\"\"\"\"\"\ EREEE

1
1 O «H O «H O «d © «=H O
- =< N N OO M I <

P(x)

Ensayos

€«

® “Calculus and Analytic Geometry”, George B. Thomas Jr., Department of Mathematics MIT, 4°
Edition, Addison Wesley ©1968. Chapter 18 “Infinite Series”, pags. 623, 624.
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€
| |
Geométrica
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€

Distribucién de Pascal o Binomial Negativa:

Con el mismo principio ldgico en que se basa la Distribucion Geométrica, que consiste en dejar
libre el nimero total de ensayos “n” del Proceso Bernoulli, la Distribucién de Pascal o Binomial
Negativa, se llevan a cabo ensayos dentro del proceso logico de Bernoulli, pero en éste modelo el
proceso es detenido cuando se logran “r” éxitos, en comparacion con la Geométrica que detiene el
Proceso Bernoulli en la ocurrencia del primer éxito. Los “x” ensayos totales efectuados en el
proceso, el ultimo ensayo necesariamente es el “r” ésimo éxito y se detiene el proceso, por lo
tanto, en los primeros “x — 1" ensayos, estan contenidos “r — 1” éxitos, en particular cuando “r” es
un entero se conoce como Distribucién Pascal, cuando “r > 0" se conoce con el nombre de

Binomial Negativa, generando la siguiente Distribucion de Probabilidad:

x-1
P(x)= (r ] Jprq(x_r) para valores x =r, r+1, r+2, .....
= 0 para cualquier otro valor de x.

Media, Varianza y Funcion Generadora de Momentos de Pascal:

r r r(1- et Y
p p p 1-qe

Su comportamiento Grafico es:

| r=2 | p=0.1000 | p=r/p=20.0000 | o°=rq/p°=180.0000 |

Pascal o Binomial Negativa

5.000E-02

4.000E-02

3.000E-02

P(x)

2.000E-02

1.000E-02

I I HH\HHHH"HH

I
N I~ NI N I~
N N OO M < < W

Ensayos

0.000E+00 T

2
7
2
17 4

)
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€
r=2 | p=0.5000 | p=r/p=4.0000 | o’=rq/p°=4.0000
Pascal o Binomial Negativa
3.000E-01
2.500E-01
2.000E-01
<
5 1.500E-01
1.000E-01
5.000E-02
0.000E+00 T H"\n\"HHHHHHHHHHHHHH\HHHHHH
N I~ N NI IS NN
I <4 N N O M I < 0
Ensayos
r=2 | p=0.9000 | p=r/p=2.2222 | o°=rq/p*=0.2469
Pascal o Binomial Negativa
1.000E+00
8.000E-01
—~ 6.000E-01
X
% 4.000E-01
2.000E-01
OOOOE+OO HHHHHH\HHHHHHHHH\HHHHHHHHHH
AN M~ N I~ NI NI NN M~
- <4 N N OO OO I < W0
Ensayos
€«
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€

Distribucién Hipergeométrica:

Cuando tenemos un Universo Finito de tamafio “N”, y dentro de él, es de interés definir una
categoria de tamafio “D”, tal que “D < N”, al seleccionar una muestra sin reemplazo de tamafio
“n”, y en ella deseamos tener “x” elementos de la categoria dada en el Universo; tenemos un
proceso que en cada extraccion de elementos nuestro universo restante decrece (por ser sin
reemplazo) y la probabilidad de tener Exito (ser elemento de la categoria seleccionada) no es
constante. A éste comportamiento se le conoce como Hipergeométrico y su Distribucion es:

C,*y.0C
P(x) =h(x,n;D,N) = 2% (-0 =9
nC

endondex=0,1,2,3,...., min(n, D)
n

= 0 para cualquier otro valor de “x”.
A diferencia del comportamiento Binomial que se mantiene constante la probabilidad de éxito, en el
Hipergeométrico, el tamafio finito del Universo modifica el valor de la Probabilidad de Exito en cada
ensayo. Sus valores de Media y Varianza son:

D D D N-n
=E(X)=n=*|— ol=V(X)=nx*|—|*|[1-—|*
H=E) [N] % N [ N] [N-J
Su comportamiento Grafico es:
N =100 n =20 | p=n(D/N)=4.0000 | o”=2.5859 |
D =20
Hipergeométrica
3.000E-01
2.500E-01
2.000E-01
=
5 1.500E-01
1.000E-01
5.000E-02
QOOOE+OO TTTT \MHH\HH\HHH\HH\HH\HHH\HH\H
o n O W o
— < «
X

)
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€«
N =100 n =20 | p=n(D/N)=10.0000 c°=4.0404
D =50
Hipergeomeétrica
2.500E-01
2.000E-01
~ 1.500E-01
X
% 1.000E-01
5.000E-02
OOOOE+OO HH\"\”\ \"\"HHHHHHHHHHHHHH\HHH
o n O 1 o
— <« «
X
N =100 n =20 | p=n(D/N)=16.0000 c°=2.5859
D =80
Hipergeométrica
3.000E-01
2.500E-01
2.000E-01
=
T 1.500E-01
1.000E-01
5.000E-02
0.000E+00 HHH\HH“H\ \\nHH\HHHHH\HHHHHHH
o n O 1 o
— <« «
X
€«
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Distribucién Poisson:

Para comprender mejor la Distribucion de Poisson, seguiremos 2 caminos, en el primero
desarrollaremos el Proceso _de Poisson y al final llegaremos al formato de la Distribucién de
Poisson; en el segundo, de la Binomial llegaremos a la Distribucién Poisson por medio de su valor
esperado de la Variable.

Proceso de Poisson: Sean eventos de ocurrencia relativa en el tiempo, generalmente
denominadas: “llegadas”, “salidas”, “nacimientos”, “muertes”, etc., en una linea de tiempo
siguiente:

| | | .
0 t t+ At o0

La variable aleatoria “x”, la definiremos como el nimero de eventos de ocurrencia que pueden
suceder en el intervalo de 0 a t en el tiempo. El espacio del Rango {R, =0, 1, 2, 3, ...}, para la
llegada de los eventos, necesita la postulacion de 2 suposiciones que en la practica deben
sustentarse con evidencia experimental, para poder justificar el comportamiento Poisson, éstas
son:

1. Independencia: La variable “x” es el numero de llegadas durante intervalos de tiempo no
traslapados, ésta variable “x” es independiente a sus propios valores que toma.
2. Existencia de A: Existe una cantidad positiva “A”, tal que para cualquier intervalo de

tiempo pequefio se deben cumplir los siguientes subpostulados:

2.1 La probabilidad de que ocurrira una llegada en el intervalo At es aproximadamente
A(At).

2.2 La probabilidad de que ocurriran cero llegadas en el intervalo At es
aproximadamente (1 — [A(At)]).

2.3 La probabilidad de que ocurran 2 o mas llegadas en el intervalo At es igual a una
cantidad O3(At) que tiende a cero, cuando At tiende a cero.

Para las aproximaciones de los 3 subpostulados, tenemos que At = 0, O, O, y O3 son
cantidades muy pequefias en los términos y las tres tienden a cero, (para 2.1) es: A(At) + O,(At) en
donde O, tiende a cero cuando el propio At tiende a cero, ya que [O,(At)/At] =0. Para 2.2 la
expresion seria: (1 — [A(At)]) + [O,(At)/At] =» 0. Y para 2.3 también O; = 0.

En sintesis, en el Proceso Poisson existe un decaimiento, ya que los términos O3, O, y
O; son cantidades pequefias y tienden a cero cuando At tiende a cero.

El valor o parametro “A”, es constante en el proceso y comidnmente se le llama “tasa de
llegadas media”, “tasa de ocurrencia media” y tiene unidades de (Un. Discreta)/(Un. Continua).

Sea la Probabilidad Poisson P(x) lo siguiente: p(x) = p(t), fijando el tiempo en un valor “t”,

tenemos:
p(x)=p,(t) parax=0,1,2,3, ...

P, (t+At) ~[1- AAt]p,(t) reagrupando tenemos: Po(t+A1-p, () ~- AP, (t)

At

Sacando el limite cuando At = 0, obtenemos:

Lim po(t"‘At)'po(t) =dpo(t)
At—>0 At dt
€«

=p,(t)=-Ap,(t) parax=0 Ec.2.8-1
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€
Para x > 0, tenemos con el mismo procedimiento, lo siguiente:

P, (t+At)=AAtp, (1) + [1- kAt] p, (t) reagrupando y sacando el limite tenemos:

Lim px(t+At)_px(t)
At—>0 At

j|=p;<(t)=}.p(x_1)(t)-kpx(t) parax >1 Ec.28-2

Resolviendo las 2 ecuaciones 2.8 — 1y 2.8 — 2, obtenemos la solucién, si substituimos una

nueva variable que es el parametro de Poisson como a = At, obtenemos:
X

-(M) (At)* —_e© a
X!

' en donde X > 0, o = At, cont fijo.
X!

p,(H=e

Camino de la Binomial: Iniciaremos con el formato de la Binomial, considerando que el parametro
de Poisson es: o = NP. Despejando obtenemos p = a/n.

n! n(n-1)(n-2)...(n-x+1)[ajx(l_aj‘”‘”

- : X(1-0)0-9 —
p(X)_x!(n-x)!lo 1-p) B X! n n

Sl L ) ) e

Para cuando N =» oo, la primera parte de la expresion [(1).....] = 1, la segunda expresion

elevada a la (-x), tiende a 1, y la tercera expresion elevada a la (n), puede hacerse una

substitucién de variable y llegamos a €~ %,

€

Distribucion, Media, Varianza y Funcién Generadora de Momentos de la Poisson:

o . o
Distribucion Poisson: parax=0, 1, 2, ..... p(x) =€
X

La Media y Varianza podemos obtenerlas mediante la serie de Taylor para la expresion siguiente:

a a a* a° o
e’ =1+ F + ; + ; +o + & endonde &, representa un residuo disminuible al oo.
Sus valores son:
n=EX)=a o’ =E((x-p)*)=V(X)=E(X?*)- (EX))*=a’ +a-a’ =a
_ aae'-1)
La Funcion Generadora de Momentos es: MX (t) =€

€
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Su comportamiento Gréfico es:
| Q =5.0000 | U=a=5.000000 | 0°=0,=5.000000
Dist. Poisson
2.000E-01
1.500E-01
=
T 1.000E-01
5.000E-02
0.000E+00 H H”\"\"H\HHHHH\HHHHHHHHHHHH
O O O W o Ww o 1 O
4 4 N N O ®mF < O
X
0L =25.0000 | W=0i=25.000000 | 6°=0=25.000000
Dist. Poisson
1.000E-01
8.000E-02
—~ 6.000E-02
X
& 4.000E-02
2.000E-02
OOOOE+OO TTTTTTTTTTT \"\n\"\”\’\ I I P \"\n\"\ TTTTTTTTT
O O o wowOo W o
4 4 N N ® ®»m F < O
X
€

LOJB 16



Tema A02 Distribuciones Discretas

€
0,=35.0000 | p=0=35000000 | 0”=01=35.000000

Dist. Poisson

8.000E-02
7.000E-02
6.000E-02
5.000E-02
4.000E-02
3.000E-02
2.000E-02
1.000E-02

0.000E+00 HHHHHH\HHH“\“\"\"\”\ 1
o n O 1 o um o
—

P(x)

1
Lo
N N O N < - W0
X

Algunas Aproximaciones Utiles de Hipergeométrica a Binomial a Poisson:

Principalmente en los casos en que no tengamos calculadora a la mano o busquemos la
simplificacion a costa de Precisién y Exactitud, pero la aproximacion es razonablemente (util, para
efectos practicos, es recomendable las siguientes recomendaciones:

1. La Distribucién Hipergeométrica se aproxima a los valores de la Distribucién Binomial,
cuando la Fraccién de Muestreo sea pequefia, podriamos considerar que una fraccién de
(n/N) < 0.1, tomando p = (D/N) y mientras mas pequefia sea la razén (n/D), mejor sera la
aproximacion de la Hipergeométrica a la Binomial.

2. La Distribucién Binomial aproxima sus valores a la Distribucién Poisson ya que vimos
anteriormente que la Poisson se puede obtener de la Binomial llevando a n al Infinito.
Por lo tanto, mientras mas peguefia sea p y mas grande n, la aproximacion sera mejor.
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