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PROBABILIDAD

Fendémeno Aleatorio: Son aquellos los cuales no es posible predecir con certeza sus resultados,
pero en conjunto pueden repetirse y encontrar patrones de comportamiento de frecuencia en su
ocurrencia.

Objeto de Estudio de la Teoria de la Probabilidad: Las Leyes que rigen el Comportamiento de
los Fendbmenos Aleatorios.

Conceptos:
Experimento Aleatorio: Es aquel Ensayo o Prueba el cual no puede predecirse con certeza el

resultado en su realizacion.

Espacio Muestral: Es el conjunto de los resultados posibles en un Experimento Aleatorio.
Suceso Elemental: Es cada uno de los sucesos que conforman el Espacio Muestral.
Suceso Aleatorio: Es aquel el cual esta compuesto de diferentes Sucesos Elementales.

Las Clases de Sucesos gue podemos tener son:

Suceso Sequro: Siempre sucede en las repeticiones de un Experimento Aleatorio.

Suceso Imposible: Nunca sucede en las repeticiones de un Experimento Aleatorio.

Suceso Contrario: Es aquel conjunto de elementos que complementan al Suceso definido.
Suceso Suma: Es aquel, cuando ocurre al menos uno de los sucesos que conforman la suma.
Suceso Multiplicacién: Es aquel, cuando ocurren simultaneamente los sucesos que lo conforman.
Sucesos Mutuamente Excluyentes: Son aquellos que al ocurrir uno, ninguno de los demas
sucesos pueden ocurrir al mismo tiempo.

Sucesos Independientes: Son aquellos que no modifican su resultado, si otros ocurren o dejan de
ocurrir.

Probabilidad Clasica o “A Priori”: Si un Experimento Aleatorio puede obtener “n” resultados
mutuamente excluyentes e igualmente posibles, y si “n,” de éstos resultados tienen un atributo
“a”, entonces la probabilidad de “a” es la fraccién na/nt.

Sea el Espacio Muestral conformado por “n” sucesos elementales mutuamente excluyentes e
igualmente posibles, sea conformado el Suceso Aleatorio en estudio por todos los “n,” sucesos
elementales que tienen un atributo comin “a” en el Espacio Muestral, entonces la probabilidad del

. n
atributo “a” es: P(a) = 7""

Probabilidad Estadistica, Frecuencial 0 “A Posteriori”: Si un Experimento Aleatorio es llevado a
cabo con gran cantidad de repeticiones en condiciones uniformes, encontramos una variacion al
azar o aleatoria que no permite predecir el resultado de una observacién individual, sin embargo,
cuando el nimero de repeticiones del Experimento es grande, ésta variacién tiende a disminuir®.
Por lo cual, cuando dicha variacion disminuye lo suficiente, podemos estimar la proporciéon de
ocurrencia dada por la frecuencia relativa (f;), cuando el nimero de experimentos aleatorios “n” se
repite tantas veces que tiende al infinito, puede representarse con la siguiente expresion.

P@=Lim" =Lim =

a
n —co n—owo n
€

! “Introduction to the Theory of Statistics”, Mood, Graybill, and Boes, 3° Edition, McGraw Hill,
1974, pag. 3.
? Referencia (1), paginas 5 a 8.
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Probabilidad Axiomatica: Plantea la posibilidad de crear modelos matematicos, que representen
fenémenos, éstos modelos se ajustaran en mejor medida cuando la Probabilidad Clasica sea
confirmada con la Probabilidad Estadistica del mismo experimentos. Los dos tipos generales de
probabilidad (A priori y A posteriori), conllevan una idea comun, para ambas se requiere
experimentacion conceptual, en la cual, es necesario que cada resultado concebible esté
representado en el Espacio Muestral, por lo que requerimos que todo posible resultado del
experimento, pueda ser enumerado, adicionamos, que si un resultado particular es imposible y
debiera ser incluido en el experimento conceptual (con probabilidad de cero), la idea principal
anterior es que “todo resultado el cual pueda ocurrir debe ser incluido”:

Todo resultado concebible del experimento conceptual bajo estudio, sera definido como un punto
muestra (e), y la totalidad de resultados concebibles (0 puntos muestra), definiran al Espacio
Muestral.

Definicion de Probabilidad Axioméatica: Por medio de la definicidon formal de probabilidad, no se
permitird la asignaciéon real de probabilidades a eventos consistentes de ciertos resultados en
experimentos aleatorios, es en otras series de definiciones las que nos permitiran hacer la
asignacion Ultima, y seran necesarias las siguientes definiciones”:

1. De la funcién
2. De la funcién Indicador
3. De la funcién probabilidad

Funcioén: Una funcién f(e), es una regla (ley o formula) que asocia cada punto de un conjunto de
puntos llamados “Dominio” con uno y solo un punto de otro conjunto de puntos llamados
“Contradominio”; sea la primera coleccion de puntos el Dominio “A” y sea la segunda coleccién
de puntos el Contradominio “B”, forman una coleccion de pares (a,b) que satisfacen lo siguiente:
(i): aeAyb eB.
(ii): Cada a € A ocurre como el primer elemento de par ordenado (cada b € B no
necesariamente se encuentra ordenado).
(iii): Dos pares ordenados en la coleccién no tienen el mismo primer elemento a € A.
Para cualquier a € A, f(a) es un elemento de B; en donde (a,f(a)) es un par ordenado.

El conjunto de todos los valores de f(e) es llamado Rango de f(e) y se expresa como:

Rango de f(e) = {b € B | b = f(a) para todo a € A} y es siempre un subconjunto del
Contradominio B pero no necesariamente es igual a él. La f(a) también es llamada la imagen de
“a” bajo f(e) y “a” es llamada la preimagen de f(a).

Eiemplo: Sean f1(e) y f2(e) funciones, teniendo la linea real para sus Dominios y Contradominios,

definidos por:

Sus Dominios son:

A; ={X |- <X <o} Az ={X |- <X < o0}

Las funciones son:

fi(e) ={(x.y) |y =X  + X + 1, - 00 < X < o0}

fa(e) = {(x,y) | y = X*, - 00 <X < o0}

Sus Contradominios son:

Bi={y|-o<y<w} Bo={y|-o<y<w}

Sus Rangos son:

Ri={y|-0<y<w} R2={y|y=0}

El Rango de f1(®) es igual a su Contradominio, pero en f(e®) el Rango es diferente.
€

® Referencia (1), pag. 8.
* Referencia (1), pags. 8 a 25.
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Funcién Indicador: Sea “Q” un espacio con puntos “o” y “A” algin subconjunto de “Q”. La
Funcion Indicador de “A”, denotada por Ia(e), es la funcién con dominio “Q” y contradominio
igual al conjunto de dos nimeros reales 0 y 1, definidos por:

0 si omgA

Propiedades de la Funcion Indicador: Sea “Q" un espacio y “ 4" alguna coleccion de

1l si meA o _ N
[, (0) = , |a(®) indica claramente el conjunto “A” Gnicamente.

subconjuntos de “ Q" .

(i): IA ((D) =1- Iﬂ ((D) paratodo A € A.

(ii): lAlAz_..An ((D) = IA1 ((D) ' IA2 ((D) Tt lAn ((D) para todo A A;,... A, € A
iy 1auA,..uA (@) = Max[ 1A, (@) |Axw)..... 1A () ] para todo Ay A,....A, € 2.

(iv): |A2(O)) = l.(w) para todo A € A.

La funcion Indicador, sera utilizada para “indicar” subconjuntos de la linea real, como ejemplo:

I{[O,]_)}(X) - I[0,1)()() =1 para0<x <1.

O para otro valor.

gt . .
Si|" denota el conjunto de los enteros positivos, entonces:

|I+(x) =J1 si“x"” es algln entero positivo.
0 para otro valor.

La utilidad de la funcion Indicador es la eficiencia en la notacion. Como ejemplo, tenemos la
siguiente funcion f(e) definida por:

0 para x < 0.

fx)=) x para0<x <1.
(2-x) paral<x<2.
0 para 2 < X.

Podemos definirla usando la funcion Indicador.

f(x) = xlo,1y(X) + (2 = X)l(1,2(x)
En particular en ésta funcion f(e) se puede definir utilizando el simbolo del valor absoluto en la
forma:

f(x) = (1 =11 = x)lo,1(X)

Sea “€)" el Espacio Muestral y 4 una coleccién de eventos o resultados que se asumen ser una

Algebra de eventos para algin Experimento Aleatorio. Una Funcion Probabilidad, P(e) es una
funcién conjunto con dominio 4 y contradominio el intervalo [0,1] la cual satisface los axiomas

siguientes:
€«
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Eventos o sucesos Mutuamente Excluyentes (ME) son aquellos que si sucede uno, ninguno de
los demas eventos pueden suceder al mismo tiempo (eventos disjuntos).

Si Ay B son eventos ME o disjuntos, entonces la Probabilidad de la Unién de eventos es la suma
de sus probabilidades individuales.

P(A UB U C) = P(A) + P(B) + P(C)

Si los eventos A, B vy C son independientes, implica que la probabilidad de alguno de los tres no
se modifica si sucede o deja de suceder cualquiera de los otros eventos. Entonces la Probabilidad
de su interseccion es igual al producto sucesivo de sus probabilidades individuales.

P(A N B ~ C) = P(A)*P(B)*P(C)

Si los asociamos con la simbologia de Conjuntos definiremos las siguientes operaciones:

Operacién Unién: Simbolo 2 U

Operacién Interseccion: Simbolo 2 N

Operacién Complemento de A: Simbolo = A

Leyes de Morgan: AuB=ANB ANnB=AuB
Sea A, B y C eventos definidos en U (universo o poblacién).

P(®)=0, PU)=1, 0<PA)<1

La probabilidad de evento complemento o contrario de Aes:  P(A)=1-P(A)

€

E\ Probabilidad de la unién de eventos A, By C es:
PAuUBUC)=PA)+PB)+P(C)-PANB)-PANC)-PBNC)+P(ANBNC)

Probabilidad Condicional:

Sea A y B eventos definidos en U, los cuales A N B # ¢, es decir su interseccion no es conjunto
vacio, entonces la Probabilidad de uno de los eventos dado que ya sucedi6 el otro, es igual a la
Probabilidad de la interseccién entre la Probabilidad del que ya sucedio.

P(A|B) = P(A N B)/P(B) obién P(B|A) = P(A N B)/P(A)

A partir de la probabilidad condicional podemos definir lo que matematicamente representa la
independencia de eventos: Si A y B son independientes, entonces aplicando prob. Condicional
obtenemos:

P(A|B) = P(A) o bién P(B|A) = P(B)
<«

Teorema de Bayes: El Teorema de Bayes nos permite tomar decisiones sobre eventos que se
encuentran bajo condiciones, desde mi punto de vista es la generalizacion del concepto
fundamental de la Probabilidad Condicional y puede manejarse en mas de un nivel de condiciones,
el teorema de Bayes que generalmente se trata es aquel el cual tiene un nivel de probabilidades
condicionantes. Para desarrollar el teorema es necesario definir que es una Particion dentro de los
conjuntos del espacio muestral, universo o poblacion.

€

Particidon: Sea B4, By, ........... , Bk subconjuntos disjuntos (o0 eventos ME), cumplen que la union de

los eventos forman U (el Universo o Poblacion) y la interseccion de ellos es conjunto vacio (¢),
entonces se tiene una Particion.
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Sea A un evento o subconjunto definido en el mismo universo que la Particion B, y sea B, un
evento especifico de la particion entonces, aplicando la probabilidad condicional y generalizandola
obtenemos la expresion general del Teorema de Bayes.

p(B: _PB,nA) _ kF’(Br)*P(A/Br)
(A) PR S pE)PAB)

i=1

€

Los conceptos de Constantes y Variables:

Para la utilizacion de valores como lo exige la Probabilidad es necesario definir lo siguiente:
Constante: Es todo valor o condicién que permanece sin cambio en el trascurso del fenémeno o
experimento en estudio.

Variable: Es todo valor o condicidon que no permanece sin cambio en el transcurso del fenémeno o
experimento en estudio.

Existen diferentes clasificaciones de variables, las que nos interesan principalmente son las que
involucran los conceptos probabilisticos.

Variable Discreta: Es aquella la cual entre valor valido de la variable y otro valor valido, existen
valor o valores no-validos de la misma, es decir, desde el punto de vista matematico contienen
discontinuidades.

Variable Continua: Es aquella la cual entre valor valido de la variable y cualquier otro valor,
siempre encontraremos valores validos de la misma, es decir, desde el punto de vista matematico
siempre encontraremos una vecindad de valores validos tan pequefios y cercanos a cualquier
valor que tomemos de referencia. Desde el concepto matematico se puede expresar como un limite
el cual la vecindad tiende a cero.

Variable Aleatoria: Es aquella que siendo discreta o continua, mide o cuantifica resultados de un
Fenomeno Aleatorio reflejado por la elaboracion de un Experimento Aleatorio.

Variable Aleatoria Discreta: Nos permite medir o cuantificar, fendmenos aleatorios discretos, tales
como nacimientos, muertes, defectos, llegadas de autos a un estacionamiento, salidas de barcos
de algun puerto, etc.

Variable Aleatoria Continua: Nos permite medir o cuantificar, fendmenos aleatorios continuos,
tales como mediciones de tiempos, mediciones de distancias, mediciones de concentracion en
flujos, etc.

€

Leyes gue Rigen la Distribucién de Probabilidad de una variable:

Tanto para variable discreta o continua se cumplen los axiomas que definen el concepto de
Probabilidad, que son: P(¢) = 0, P(U) = 1, evento x definido en U, 0 < P(x) < 1, y los axiomas
operativos de suma y multiplicacion.

Ademas se debe hacer diferente los conceptos de Funcién Matemética y Funcion de Distribucion
de Probabilidad.

Una funcidn matematica, representa una relacion de dos o mas variables, para el caso de 2
variables definiremos:

Sea X Dominio y Y Rango, conjuntos no vacios, sea f coleccion de pares ordenados (x,y) con
xeX, yeY. Entonces f es una funcion desde X Dominio hasta Y Rango, si para todo xeX se
encuentra asignado un Unicoy €Y.

La primera variable x del par ordenado (x,y) es llamada variable independiente o argumento de la
funcién f, la segunda variable y del par ordenado (x,y) es llamada variable dependientes.

NOTA: Posteriormente trataré los conceptos de independencia y dependencia matematica.

Para una Distribucién de Probabilidad o Ley que rige el comportamiento de la Probabilidad en algin
fenomeno de la naturaleza, la variable xeX es un elemento del dominio X y corresponde al espacio
muestral de nuestros experimentos, y se le llama variable aleatoria. Se encuentra asociada con
yeY que Y es el espacio del rango de X la cual es su Dominio.

®“Calculus and Analytic Geometry”, George B. Thomas, Jr., Addison Wesley, pags. 12 a 16.
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La Funcién de Distribucion de Probabilidad o Ley de Comportamiento de la Probabilidad:

La probabilidad del evento (X < x), que representa a todos los elementos contenidos en X que son
menores o igual al valor real x, puede expresarse como funcion de x en la forma:

Fx(x) = Px(X<X)

La Fy, se llama la Funcién de Distribuciéon, Funcién Acumulativa o Funciéon de Distribucion
Acumulativa (FDA), del dominio o espacio muestral X de la variable aleatoria x.

Como ejemplos de asociacion con lo anterior, podemos plantear los siguientes 2 ejemplos, el
primero es discreto y el segundo continuo.

Ejemplo No. 1: Pensemos en 3 monedas honestas que tienen igual probabilidad de salir sus 2
caras (A 2 Aguila), (S 2 Sol): Definimos la variable aleatoria x como nimero de Aguilas que
pueden salir al tirar las 3 monedas al aire y observar la cara que resulta.

Los resultados individuales que podemos tener son: SSS =0, ASS =1, SAS=1,SSA=1, AAS =2,
ASA =2, SAA=2yAAA=3.

Conforme a la propia definicion de funcion un solo valor de x estard asociado a un solo valor de vy,
por lo tanto el Dominio o Espacio Muestral (EM) de la variable aleatoria x (No. De aguilas) es:
EM={X|x es 0, 1, 2 6 3}; el rango Rx de valores asociados con y que es la Probabilidad son:

Rx ={Y|y es 1/8, 4/8, 7/8 6 8/8}, para (0, 1/8); (1, 4/8); (2, 7/8) 6 (3, 1).

Colocado en otro formato seria: F«(x) =0 x<0
=1/8 0<x<1
=4/8 1<x<2
=7/8 2<x<3
=1 X>3

€

Eiemplo No. 2: Se fabrican tubos de rayos catddicos y se someten a una prueba de duracién hasta
que ocurra la falla. Se registra el tiempo en horas de buen funcionamiento, y se obtiene un niimero

positivo A que es la tasa de fallas (fallas/hora). Considere que el tiempo de fallas se ha demostrado

que sigue una funcion f(x) = re™ para valores de x > 0, en donde x representa las horas hasta
que la falla ocurra. En este ejemplo se tiene:

EM = {X|x es x > 0}; que es el espacio muestral Dx, para obtener el Ry que corresponde a los
valores de y acumulados debemos integrar la funcién dada, como esta definida para valores desde
cero la F,(x) antes de cero vale cero:

F(x)=[re™dx=1-e™

El rango Ry de valores asociados con y que es la probabilidad acumulada es:
Ry ={Y]y es Fx(x) = 1 —e™}

Colocado en otro formato seria: Fx(x) =0 parax <0
Fx(x)=1—e™  parax>0
€«
Las propiedades que deben cumplirse para tener Distribuciones de Probabilidad o Funciones de
Distribucion Acumulativa (FDA) son:
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Variable Aleatoria Discreta X Variable Aleatoria Continua x
1. 0<Py(x)<1 paraxenX 1. O<F(X)<lpara-w<x<ow
2. Y P(x)=1 2. LimF (x)=1
U X —> o
3. Pu$)=0 3 HmR9=0
4. La funcion  discreta es|4  |a funcién continua es
5. La funcién es continua desde
la derecha, para todo xy 8 > 0,
tenemos:

Lim [F, (x +8) - F, (x)]=0

En las variables aleatorias discretas la funcion p, se llama funcion de probabilidad o ley de
probabilidad, y la coleccion de pares [(Xi,px(Xi)), I = 1,2, ..... ] se llama distribucién de la
probabilidad de X.

€

La funcién de Densidad de Probabilidad de variables continuas:

En las variables continuas se asocia el valor de la Funcion de Distribucion Acumulativa (FDA) a la
probabilidad de todos los X < x menores a un valor dado, por lo tanto la FDA es la integral de otra
funcion, ésta otra funcién es la funcion de densidad de probabilidad y se le llama de densidad
puesto que representa la probabilidad por unidad de la variable aleatoria x. Entonces se define de la
siguiente manera:

dF, (x
f,(xX)= dX)E) la FDA puede expresarse como: F, (X) = '[: f, (t)dt
Propiedades de la Funcién de Densidad de Probabilidad en variables continuas:

fx(x) 20 para toda x € Rx

j f (x)dx =1

Ry

fx(x) es continua

fx(x) = 0 si x no estd en el rango Rx
€

E(Dectaci(’)n, Esperanza Estadistica o Valor Esperado de una Funcién H(x):

Sea H(x) una funcién que depende de la variable aleatoria (x), la cual describe relacién funcional y
puede ser la variable (x) discreta o continua. Sea E(H(x)) el valor esperado de la funcién H(x) cuya
variable aleatoria original es (x), entonces:

Para X discreta: > E(H(x))= ZH(Xi)*PX (x;)

toda (i)
Para X continua: E(H(x)):j_‘”H(x)*fx(x)dx

La media y varianza son aplicaciones especiales del valor esperado y corresponden a los casos
particulares cuando H(x) = x, corresponde a la media (u) y cuando H(x) = (x - u)z, corresponde a la
varianza (cz). De tal modo que tenemos las siguientes expresiones:

— — 2 _ _ 2
p = E(H(X)) = E(x) c” = E(H(x)) = E((x - w)°)
Por la gran utilizacion del concepto de valor esperado en los casos de media y varianza, se puede
definir el operador V(H(x)) en términos del operador del valor esperado, que corresponde a:

— 2y _ 2

V(H(x)) = E([H(x) - E(H(X))]") = 6"
Para el caso H(x) = x, recordando que p = E(x) tenemos:

o” = V(H(x)) = V(x) = E(x - )?) = E(X®) - @’
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Propiedades del Valor Esperado:

Al ser desde su definicién inicial el Valor Esperado una sumatoria bajo toda la poblacion en el caso
discreto y ser una integral bajo toda la poblaciéon o universo en el caso continuo, las propiedades
gue cumple son las mismas que las sumatorias e integrales, pero por su importancia practica
existen algunas de mas interés, que no necesariamente son todas del valor esperado pero su
utilizacioén las necesita:

1. Si H(x) = ax en donde (a) es una constante y (x) es la variable aleatoria, entonces:
E(ax) = aE(x) = ap V(ax) = E((ax - E(ax))z) = a2V(x) = a’c’
2. Si H(x) = a en donde la funcién es igual a una constante (a), entonces:
E(@=a=p V(@) =0
3. Si X es una variable aleatoria continua, su funcion de densidad de probabilidad es fy(x)

mayor que cero para el intervalo a < x < b, sea la variable (y) funcién de X continua
creciente o continua decreciente, en el intervalo (a,b) anterior, entonces la variable aleatoria
Y = H(X) tiene la funcién de densidad siguiente:
dx 4
f ) =f ()% =f, (H(y))»
dy
En donde Y es el valor transformado de X por la funcién H(X). La condicion anterior (3), es
util para los casos cuando la aleatoridad de la variable X, que es la variable independiente

en la correlaciéon con la variable Y, le otorga aleatoridad a la misma variable Y en su
relacion; el intervalo de valores para Y, correspondera a: H(a) <y < H(b).

dx
d

)

Si una variable aleatoria Y esta formada por una combinacién lineal sencilla de “n”
variables aleatorias “X", en donde los coeficientes “a@” son constantes reales y estan
identificadas por “i”, en donde “i” toma valores de: i = 0, 1, 2, 3, ..... , n; tendremos la
expresién para Y siguiente:

Y = H(Xl, Xz, ..... , Xn) =gy + alxl + 82X2 + ... + aan

Un caso particular de la expresion anterior es cuando a, tiene valor de cero, y las demas a; tienen
valor de uno, entonces tendremos que Y es la suma de las variables X's.

Para el caso en que tengamos n = 2 y cumpliendo el caso particular anterior, tendremos:

Y = H(Xy, X2) = X1 + X,

La media de Y o py = E(Y) esta dada por: pwy = E(Y) = E(Xy) + E(X2) = g + p2

La varianza esta dada por: oy’ = V(Y) = E(Y = E(Y)]?) = E(Y?) = [E(Y)]?

= E([Xy + X2]%) — [E(X1 + X2)]* = E(Xs” + 2X1Xa + X2) — [E(Xy + Xo)]?

= E(X,%) + 2E(X1X2) + E(X27) — [(ua + p2)]” = E(X1%) + 2E(XuX2) + E(XzY) — (e’ + 2pypy + py°)
={E(X:)—p HHEXK) -2 1+ 2{ E(X1 Xo)—papo}= 01°+0,°+2C0v (X1, X2)= ov’= 01° + 07° + 2044

El resultado anterior, puede generalizarse para el primer caso de ésta propiedad:

Y = H(Xl, ) R , Xn) =ap+ a Xy +aXs + ... + a, X,

La media de Y o py = E(Y) esta dada por: p, =E(Y)=a, + ZaiE(Xi) =a, + Zaiui
i=1 i=1

n n n
o, =V(Y)= Z:aizci2 + ZZaiajcij en donde la doble sumatoria es valida para i #j.
i=1 i=1j=1
El término Cov(X;, X;) o0 bién o;;, representan la Covarianza entre las variables “i” y “j”.
Si las variables aleatorias “X's” son independientes entre si, la covarianza entre cada pareja de
variables vale cero y la expresion para la varianza de la Y, se simplifica a la siguiente expresion:

€
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